DIVISIBILIDAD: Problemas

F. Bellot Rosado
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Problemas resueltos

Problema 1

Un problema clasico, propuesto en la Olimpiada de BrasilDemostrar
gue, para toda natural,n > 2,

I
2 3 n
nunca es entero.
Solucbn
Problema 2

Un problema de la Olimpiada holandesa:Calcular la suma

2001

o= Z\/n+\/n2
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Problema 3

Problema 6, O.M.E. 2001, Fase Final:Determinar la fun@n f :
N — N, siendoN = {1,2,3,---} el conjunto de los iimeros nat-
urales, que cumple, para cualesquiera € N, las dos condiciones
siguientes:

a)f(l) = f(2)=1y
b) sin < 2° entonceg (2°+n) = f(n) + 1.

Calcular el valor raximo def(n) cuandon < 2001.

Hallar el menor imero naturah tal quef (n) = 2001.
Observaciones

Solucon (Es aconsejable ver antes las Observaciones)

Problema 4

El siguiente ejemplo fa presentado por Bulgaria en la 1.M.O. de 1985,
pero no resuli elegido. Es un caso ligerament@sngeneral de otros
problemas similares.
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Searnn y b nUmeros enteros, §y un entero positivo. Demostrar que

v ta(a+0b)(a+2b)..(a+ (n—1)b)
n!

es entero.
Solucbn

Problema 5

Generalizacbn del teorema de Sophie GermainSin > 1, entonces
n* +4" no es primo.(Competion Kiirschak 1978 y antes dwathemat-
ics Magazine 1950, propuesto por A. Makowski)

Solucbn
Siguen dos ejemplosde solucibn autonatica”

Problema 6

Ejemplo 1 de solucon automatica: Seana y S dos rumeros irra-
cionales tales que + 5 = 1. Entonces las sucesiongén) = [an]
y g(n) = [On] son disjuntas y su uan esN .

Solucbn
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Problema 7

Ejemplo 2 de solucon automatica: La funcion f(n) = [n + /n + 1/2]
toma todos los valores enteros a excépale los cuadrados perfectos. F. Bellot Rosado
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Problemas propuestos

1. Dadosn+1 enteros positivos;, as, - - - , a,, a,1 , todos ellos menores
gue2n, demostrar que :

i) al menos dos de ellos son primos enfre s
i)al menos uno de ellos es divisible por afgotro del conjunto
(P.Erdbs, 1937)

2 .El producto de: enteros positivos, cuya suma®&sconN = kp + h,
es maximo cuanda de los factores son iguale®a- 1y los otrosk — h
son iguales a.(V.Thébault, 1947)

3.Dado cualquier entero positiva existenk enteros consecutivos que
No son primos.

4 Demostrar que elimero de divisores de
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es el umero deé&rminos del polinomio
(I+a+a®+-+a”) (T4+b+--+b) - (1+1+--+1).

Hallar la suma y el producto de esos divisores.

5.(OME 1986)Demostrar que, cualesquiera que seandogenos reales
x, 1y, z Se verifica

sin (2°) + sin (y°) + sin (2*) — sin (zyz) < 4.

6.Encontrar todas las funciongs N — N tales que if (zy) = f(z)+

f(y), f(30) =0 f(x) = 0 sila cifra de las unidades de x es 7. (Olimp.

de Brasil 1988)
7 Resolver la ecuabh [2? — z — 2] = [z]

8.Probar que el conjunto de las soluciones de la ebuaci

mx — 1 _2a:—|—1
2 5

tiene ®lo 5 elementos.

(m € Z paametro)
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9.Los enteros positivos, b, ¢, d verificanab = cd.
Probar que el iimero

CL1992 +61992 +01992 —|—d1992

es compuesto (Agnis Andzans)

10. Si a, b son naturales, demostrar que &hmero
M = 4% 4 4% 4 2% 4 20 4 20Fh+!
no puede ser cuadrado perfecto.
11.Simplificar el producto
P=(2"+1) (22 +1) (2 +1) - (2 +1)
(AMMonthly 1935)

12.¢En céntos ceros termind’!, si N = 217
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13 Hallar los iimeros reales positivas y sabiendo que las cuatro me-
dias
x4y 2xy x? + 32
ey = ./ h _— k ey
a 2 ) g Y T + y? 2

son rumeros naturales cuya suma vale 66 (Olimp. Checa)

14. Seam, k primos entre s Demostrar que

{n}+[2_n]+...+{(k—l)n] :(n—l)(k—l)

k k k 9

15Hallar la parte entera de

1 1
1+ —+---+
V2 v/10000

16. (IMO 92,#1,Nueva Zelanda) Hallar todas las terfyag, r) de en-
teros tales qué < p < ¢ < ryde modo quép —1)(¢—1)(r—1)
divida apgr — 1.
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17 Determinar los enteros positivasy, z, v, t tales que

27357 = ¢

18. ¢ Es siempre posible convertir un entero en primo, modificando una
sola de sus cifras? (W.Sierpinski)

19Seaa;as - - - a, Una permutadén del, 2, - - - ,n. Demostrar que, si
es impar, entonces el producto
(@ —1)(ag —2)---(a, — n)

es par. ([btvos Competition 1906)

20. Seab un entero fijom = 1,2, 3, ... y g unirracional) < ¢ < 1.

Diremos que el intervalgn, m + 1) es un salto si no contiene uruitiplo
deb +q.

Probar que todo conjunto desaltos sucesivos contiene exactamente un
maltiplo de1 + 2. (AMMonthly 1949)

Ir a la secabn de soluciones
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