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El método de inducdin

Cuando se desea probar que una cierta pro@use&s cierta parto-
doslos mimeros naturales, es particularments el procedimiento de
demostradn conocido comanétodo de inducdin, del que vamos a ver
en gue consiste y@mo se utiliza. La situadin se asemeja a la siguiente:

supongamos que tenemos una escalerairforitos peld#os ; ¢ ®mo
podfiamos describir un procedimiento que nos permitiera asegurar que
subimos todos los peldas de la escalera?

Una manera de resolver estoisda siguiente :
1) Subimos el primer peld® de la escalera.

2) Suponiendo que hayamos subido hasta un peldaalquiera,subi-
mos al siguiente.
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Principio de induc@n

Para ser algo as precisos, formularemos gilincipio de inducan
en los siguiente€tminos :

Queremos demostrar que una propd@sick es cierta para todos los
nimeros naturales. (Como puede verse, resultaprescindiblecono-
cer con precisbn la formulacdn de la proposién P).

Entonces procederemos en dos etapas :

1) (Inicio:) Verificamos queP es cierta para el primefimero natural
(generalmente sarel 00 el 1, dependiendo dé&mo se formule®).

2) (Fase inductiva:) : Suponiendo que P es cierta para ummero
natural cualquiera, demostramos que t&@amho es para el siguiente.

Necesitamos fijar una cierta notauipara representar es@mero nat-
ural cualquiera del que hablamosi esmo el siguiente. Generalmente
se emplea UNA de las letragj, k, n para representar esemero natural
arbitrario, y segn la que elijamos, el siguientéimero natural vendr
representado par+ 1,5 + 1,k + 1,n + 1, respectivamente.
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Para ilustrar el ratodo de inducéin desarrollaremos varios ejemplos,
los primeros esin referidos al@lculo de sumas de potencias demreros
enteros, para ello comenzamos con%asnas de entergzara intentar
despues la generalizati asumas de potencias dameros enteros

Otros ejemplos posteriores que completan el tema son:

e Torres de Hanoi

e NUmeros de Fibonacci _ | » |
e Una desigualdad | |
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Sumas de enteros

Veamos un primer ejemplo. Consideremos la suma

F. Bellot Rosada

S1=14+24+34+---+(n—-1)+n,

donden es un fimero natural. Debe observarse que, en realidad, esta- e
mos considerando una familia de sumas :

1

142
1+24+3
1+2+3+4 Pagina 5 de 14
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La respuesta es afirmativa :
St = 1+2+3+---+n
S =n+n—-1)+---+1
y sumando "por columnas” se obtiene
251 = (n+ 1)n,
con lo cual hemos demostrado que

n(n+1)

S =1+42+3++(n-1D+n=—"

(1)

cualquiera que sea elimero naturah.
El primer ejemplo de una proposici P que demostraremos por in-
duccbn va a ser, precisamente, la igualdad qué'da
n(n+1)
5

1) P es cierta para el primefimero naturalp = 1 : en este caso,
la suma del primer miembrab tiene el primer sumando, 1 ; y la ex-

P:14243+---+n=
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preson del segundo miembro da, para= 1,
1-2
=

2) Etapa inductiva : Supongamos que la prop@sid? es cierta para
un nimero natural cualquiera,:

1.

n(n+1)
5
Tenemos que probar que tar@bilo es para el siguiente,+ 1 :

(n+1)(n+2)
2
Para ello, sustituyamos la suma de los n primeros sumandos por el
valor que estamos suponiendo cierto : tendremos que probar que
n(n+1) (n+1)(n+2)
2 2 ’
lo cual es inmediato en cuanto saquemos en el primer miembro factor

cominn + 1y hagamos operaciones. Esto termina la etapa inductiva y
por lo tanto hemos probado larmula (1) por induc@n.

1+243+--+n=

1+2+3+--+n+(n+1)=

+(n+1)=
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Planteemos ahora el problema de calcular la suma de los cuadrados
de losn primeros fumeros naturales

Sa(n) =124+ 22+ 4 (n—1)° + n?,
la suma de los cubos

Ss(n) =13+ 28+ .-+ (n—1)° +nd,
0, en general, la suma de las potencias de exporiente

Sp(n)=1F+28 ... 4 (n—1)F +nF.

El primer problema que tenemos@mjeturarcuanto valdan ; despas
llegata el momento derobar que nuestra conjetura es cierta.

A la blusqueda de una pista, formemos una tabla con los primeros
valores deS;, So y Ss -

n 12 3 4 5 6
S5 13 6 10 15 21
Sy 1 5 14 30 55 91
S3 1 9 36 100 225 441
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La relacbn entreS; y S3 parece clara : la conjetura natural es

2 2

1
13+23+---+(n—1)3+n3:%, (2)

y en este caso nos podemos ahorrar la fase primera de la iadutzi

tabla demuestra que la proposici(2) es cierta para los seis primeros

numeros naturales.

Con objeto de probar la fase inductiva, suponemos que (2) es verdad
para el imero natural arbitrarie ; debemos probar que

(n+1)%(n+2)°

4 Y
y sustituyendo los primeras sumandos del primer miembro por el se-
gundo miembro de (2), debemos demostrar que

n?(n + 1) (n+1)* (n + 2)°
4 4
n? } (n+1)?* (2 +4n+4)  (n+1)%(n+2)?

1)% | — 1| = =
(n+)[4+n+ 1 1 ,

con lo que hemos terminado la fase inductiva y, por tanto, demostrado
por induccon la validez de ladrmula (2).

BBt (-1 (nt+1)’ =

+(n+1)7° =

RN
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La situacon paraS; es nas dificil. No parece sencillo conjeturar la
forma general cerrada del segundo miembro de la siy(a) a partir de
los valores iniciales del cuadro (ni tampoco si &ramos algunos as).

¢, @dmo estaan relacionadas; y S,7? Afiadamos a la tabla una nueva
fila, que e los valores dé&, /5.

n 12345 6

S/5 3553448

iAhora $ podemos conjeturar! Parece que
SQ o 2n + 1
Sy 37

lo cual nos lleva a la hiptesis de que

n(n+1)(2n+1)

6 ;
que confirmaremos por el@todo de inducdéin, ahora sin dificultades
dignas de menon...

Sy =

Pascal, naturalmente, ferun rmetodo propio para llegar a este resul-
tado :
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Pongamos

(n+1)° =n*+3n2+3n+1,
0, en forma equivalente

(n+1)° —n®=3n> +3n+1,

que sabemos esilida para cualquierinimero naturadh. L
Escribamos lag igualdades que resultan ésta, desde = 1 hasta
4 | 44 |
n:
2—1° = 3-1°+3-1+1 ||

3P -2 = 3.22+3.-2+1
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sumando las tres columnas de los segundos miembros se obtiene, evi-
dentemente
399 4+ 351 + n,

con lo cual obtenemos

208 +3n%+n n(n+1)(2n+1)
B 6 B 6 ’

S2

como antes.

Este nétodo de Pascal es el que emplearemos para encontrar un modo
de calcularS;, ; para eso escribimos

k+1 k+1
(n+1)k+1_nk+1:< Jlr )nk+< ; )nk—1+.“+1

Pagina 12 de 14
Regresar

Full Screen

=
Cerrar
[

Abandonar


mailto:fbellot@hotmail.com
http://duero.lab.fi.uva.es/~felidel/seccion/secundaria.html

y escribimos esta igualdad desde- 1 hastan :

k+1

2k+1_1k—|—1 — (k+1)1k+< —2i_ )1kj—1_|_ +1
k+1

3k+1_2k‘—|—1 — (k+1)2k‘_|_ —Zi_ )2k—1++1
k+1

4+t gl = (k+1)3k+< ; )3k—1+~--+1

kE+1
(n+ )5 — i+l = (kJrl)nkJr( ‘; )nk—1+“_+1

ad que, sumando miembro a miembro, obtendremdénaula recur-
rente

k+1
(n+1)k+1—1: (k+1)Sp+ ( ; )Sk1+---+n,
de la que es posible despejarsuponiendo conocidés. 1, - - - , .59, .51.

Esta es unadrmula recurrente. Veamos otros ejemplos donde es posi-
ble combinar la recurrencia y la induoai.

Torres de Hanoi
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NUmeros de Fibonacci
Una desigualdad
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